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利用状态空间模型联合估计波达方向和频率

张志成，石要武

（吉林大学 通信工程学院，吉林 长春１３００２５）

摘要：针对阵列信号多维参数估计计算量大，需要参数配对运算等问题，提出了一种利用状态空间模型联合估计波达方

向（ＤＯＡ）和频率的方法。首先，构造一个特殊的状态空间模型，其系统矩阵包含信号的波达方向和频率信息；然后，通过

选取合适的辅助变量，利用信号的二阶统计特性抑制噪声干扰，并利用正交投影理论和奇异值分解得到广义可观测矩阵

的估计值；最后，由广义可观测矩阵得到系统矩阵的估计值，由系统矩阵估计值的特征分解得到信号的波达方向和频率。

实验结果表明，在信噪比为０ｄＢ的情况下同时估计两个信源时，信号频率估计的均方根误差为０．００３５ｒａｄ，信号到达角

估计的均方根误差为０．３８°，基本达到了联合估计算法的设计要求。
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１　引　言

　　阵列信号处理技术在雷达、声纳、通信、导航

等诸多领域的应用越来越受到重视，而波达方向

估计（Ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆａｒｒｉｖａｌ，ＤＯＡ）是其研究的重要

分支之一，近年来对二维ＤＯＡ、ＤＯＡ和频率等二

维甚至多维参数的联合估计技术在雷达、移动通

信等领域尤其令人关注。二维ＤＯＡ估计技术由

一维ＤＯＡ技术发展而来，其早期方法大多直接

由一维估计方法扩展而成，并没有充分利用阵列

信号中所携带的多维参数信息，故往往存在着计

算量大、参数配对困难等问题。如基于最大似然

（ＭＬ）方法的估计算法
［１２］，虽然可获得参数的最

优估计，但其需要进行大运算量的多维搜索，限制

了算法的实际应用。为了降低算法的复杂性，一

些一维的子空间类算法被相继提出，如基于ＥＳ

ＰＲＩＴ方法的联合估计算法
［４９］实现了对ＤＯＡ和

频率的联合估计，这些算法虽然具有较高的分辨

率，但它们依然需要进行高维奇异值分解，且需要

进行额外的参数配对运算。为了解决参数配对问

题，ＪｅｎＤｅｒＬｉｎ等提出了一种 ＦＳＦＭＵＳＩＣ算

法［１０］，该方法提出了一种频率空间频率（ＦＳＦ）

的树状结构，可实现参数自动配对，但该方法需要

进行３次一维 ＭＵＳＩＣ算法运算，仍然具有较大

的运算量。

状态空间模型是动态时域模型，以隐含着的

时间为自变量。状态空间模型包括两个模型：一

是状态方程模型，反映动态系统在输入变量作用

下在某时刻所转移的状态；二是输出或量测方程

模型，它将系统在某时刻的输出和系统的状态及

输入变量联系起来。数据所具有的不变结构可通

过状态空间描述清晰地表现出来，并用于提取与

信号相关的信息。本文结合状态空间模型的特

点，提出了一种基于状态空间模型联合估计波达

方向和频率的方法。该方法通过构造特殊的状态

空间模型，将所估计的参数转换到状态空间模型

的系统矩阵中，通过广义可观测矩阵得到系统矩

阵的估计值，再由系统矩阵得到信号角度和频率

的估计值。该方法具有计算量较小，且具有参数

自动配对的特点。

２　阵列信号处理的数学模型

　　首先，假设接收阵列的阵元数为 犕，阵元间

距为犱，共有犖 个信源，其中犕＞犖，设波达方向

为θ１，…，θ犖，并以阵列的第一个阵元作为基准，各

信号源在基准点的复包络分别为狊１（狋），…，狊犖

（狋），则在第犿个阵元上接收到的信号数据为

　狔犿（犽）＝∑
犖

犻＝１

狊犻（犽）ｅ
－ｊ
２π
λ
（犿－１）犱ｓｉｎθ犻 ＋狏犿（犽）， （１）

式中λ为信号中心频率处的载波波长，狏犿（犽）表示

第犿个阵元上的测量噪声。

将各阵元上的采样值写成向量形式

狔（狋）＝犃狊（狋）＋狏（狋）， （２）

式中

　犃＝［犪（θ１）　犪（θ２）　…　犪（θ犖）］，

　犪（θ犽）＝ １　ｅ
－ｊ
２π
λ
ｓｉｎθ犽　…　ｅ

－ｊ
２π
λ
（犕－１）ｓｉｎθ［ ］犽 Ｔ，

　狊（狋）＝［狊１（狋）　狊２（狋）　…　狊犖（狋）］
Ｔ，

　狏（狋）＝［狏１（狋）　狏２（狋）　…　狏犕（狋）］
Ｔ．

定义信号向量狊（狋）为状态空间模型的状态向

量狓（狋），且其具有如下形式

狓（狋）＝

α１ｅ
ｊω１狋

α２ｅ
ｊω２狋



α犖ｅ
ｊω犖

烄

烆

烌

烎狋

， （３）

则根据式（２）可以得到如下形式的状态空间模型：

狓（狋＋１）＝Φ狓（狋）， （４）

狔（狋）＝犃狓（狋）＋狏（狋）， （５）

其中

Φ＝ｄｉａｇ［ｅｊω１　ｅｊω２　…　ｅｊω犖］． （６）

接下来的问题就是要从给定的数据中求解系

统矩阵犃和Φ，然后再通过这两个系统矩阵来找

出信号参数｛ω狀｝
犖
狀＝１
和｛θ狀｝

犖
狀＝１。

３　算法的实现

３．１　状态空间模型求解

首先，为了推导方便，将前文所确立的系统状

态空间模型（式（４）和式（５））转化为更加一般的形

式：
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狓（狋＋１）＝Φ狓（狋）＋犅狌（狋）＋狑（狋）， （７）

狔（狋）＝犃狓（狋）＋犇狌（狋）＋狏（狋）， （８）

其中Φ，犅，犃，犇为系统矩阵，狌（狋）为系统的输入，

狑（狋）和狏（狋）分别为系统的过程噪声和测量噪声。

在这里假设狑（狋）和狏（狋）为相互独立的零均值、高

斯白噪声。

以输出数据为例，将其分为“过去”和“将来”

两部分（以下标ｐ和ｆ分别代表‘ｐａｓｔ’和‘ｆｕ

ｔｕｒｅ’），定义系统输出的 Ｈａｎｋｅｌ矩阵如下：

犢ｐ＝

狔（０） 狔（１） … 狔（犽－１）

狔（１） 狔（２） … 狔（犽）

   

狔（犻－１） 狔（犻） … 狔（犻＋犽－２

熿

燀

燄

燅）

，

（９）

犢ｆ＝

狔（犻） 狔（犻＋１） … 狔（犻＋犽－１）

狔（犻＋１） 狔（犻＋２） … 狔（犻＋犽）

   

狔（２犻－１） 狔（２犻） … 狔（２犻＋犽－２

熿

燀

燄

燅）

，

（１０）

其中，犻和犽 分别代表 Ｈａｎｋｅｌ矩阵的行数和列

数，可通过对采样数和阵元数的综合分析得到。

以相同的方式，可以将输入狌（狋）和噪声狑（狋），狏（狋）

分别组成犝犾、犠犾和犞犾（犾＝ｐ，ｆ）。将状态序列表示

为：

犡ｐ＝［狓（０）　狓（１）　…　狓（犽－１）］，（１１）

　　犡ｆ＝［狓（犻）　狓（犻＋１）　…　狓（犻＋犽－１）］，

（１２）

定义广义可观测矩阵：

Γ犻＝

犃

犃Φ



犃Φ
犻－

熿

燀

燄

燅１

， （１３）

下三角分块Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵：

犎犱犻＝

犇 ０ ０ … ０

犃犅 犇 ０ … ０

犃Φ犅 犃犅 犇 … ０

    

犃Φ
犻－２犅 犃Φ

犻－３犅 犃Φ
犻－４犅 …

熿

燀

燄

燅犇

，

（１４）

犎狑犻 ＝

０ ０ ０ … ０

犃 ０ ０ … ０

犃Φ 犃 ０ … ０

    ０

犃Φ
犻－２ 犃Φ

犻－３ … 犃

熿

燀

燄

燅０

，（１５）

利用系统的状态方程和式（１３）～（１５），可以得到

输入、输出 Ｈａｎｋｅｌ矩阵与状态矩阵满足下式：

犢ｆ＝Γ犻犡ｆ＋犎
犱
犻犝ｆ＋犎

狑
犻犠ｆ＋犞ｆ， （１６）

将式（９）转置右乘式（１６）再除以犽得：

１

犽
犢ｆ犢

Ｔ
ｐ＝Γ犻

１

犽
犡ｆ犢

Ｔ
ｐ＋犎

犱
犻
１

犽
犝ｆ犢

Ｔ
ｐ＋犎

狑
犻
１

犽
犠ｆ犢

Ｔ
ｐ＋

１

犽
犞ｆ犢

Ｔ
ｐ， （１７）

以上式中测量噪声项为例，可展开成如下形式：

１

犽
犞ｆ犢

Ｔ
ｐ ＝

１

犽∑
犽－１

犼＝０

狏（犻＋犼）狔（犼）
１

犽∑
犽－１

犼＝０

狏（犻＋犼）狔（犼＋１） … １

犽∑
犽－１

犻＝０

狏（犻＋犼）狔（犻＋犼－１）

１

犽∑
犽－１

犻＝０

狏（犻＋犼＋１）狔（犼）
１

犽∑
犽－１

犻＝０

狏（犻＋犼＋１）狔（犼＋１） … １

犽－１∑
犽－１

犻＝０

狏（犻＋犼＋１）狔（犻＋犼－１）

   

１

犽∑
犽－１

犻＝０

狏（２犻＋犼－１）狔（犼）
１

犽∑
犽－１

犻＝０

狏（２犻＋犼－１）狔（犼＋１） … １

犽∑
犽－１

犻＝０

狏（２犻＋犼－１）狔（犻＋犼－１

熿

燀

燄

燅
）

，

（１８）

由式（１８）可以看出
１

犽∑
犽－１

犼＝０

狏（犻＋犼）狔（犼）为狏（狋）和狔

（狋）的互相关运算，由于犞ｆ和犢ｐ 中的元素互不相

关，则ｌｉｍ
犽→∞

１

犽
犞ｆ犢

Ｔ
ｐ＝０，同理可以得到ｌｉｍ

犽→∞

１

犽
犠ｆ犢

Ｔ
ｐ＝

０。则式（１７）可化简为：
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１

犽
犢ｐｆ＝Γ犻

１

犽
犡ｐｆ＋犎

犱
犻
１

犽
犝ｐｆ， （１９）

其中犢ｐｆ＝犢ｆ犢
Ｔ
ｐ，犡ｐｆ＝犡ｆ犢

Ｔ
ｐ，犝ｐｆ＝犝ｆ犢

Ｔ
ｐ。

定义正交投影算子Π犝⊥
ｐｆ
具有如下的形式：

Π犝⊥
ｐｆ
＝犐犻－犝

Ｔ
ｐｆ（犝ｐｆ犝

Ｔ
ｐｆ）

＋犝ｐｆ， （２０）

其中（·）＋ 表示矩阵·的 ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓ伪逆。

根据子空间投影理论有：犝ｐｆΠ犝⊥
ｐｆ
＝０。

将式（２０）右乘式（１９）可得到

１

犽
犢ｐｆΠ犝⊥

ｐｆ
＝Γ犻

１

犽
犡ｐｆΠ犝⊥

ｐｆ
， （２１）

其中，犡ｐｆΠ犝⊥
ｐｆ
有行满秩犖，并且矩阵Γ犻的秩也为

犖。因此，可以通过对
１

犽
犢ｐｆΠ犝⊥

ｐｆ
进行奇异值分解

来得到广义可观测矩阵Γ犻的像及其维数。

令１
犽
犢ｐｆΠ犝⊥

ｐｆ
的奇异值分解如下

１

犽
犢ｐｆΠ犝⊥

ｐｆ
＝
ＳＶＤ

［犝１　犝２］
Σ１ ０

０ Σ
［ ］

２

犞Ｔ
１

犞Ｔ［ ］
２

＝犝１Σ１犞
Ｔ
１ ，

（２２）

其中，犝１∈犚
犻犕×犖，犝２∈犚

犻犕×（犻犕－犖）分别为左奇异向

量的第１列到第犖 列和第犖＋１列到第犻犕－１

列。将式（２２）代入式（２１）可得

Γ犻
１

犽
犡ｐｆΠ犝⊥

ｐｆ
＝犝１Σ１犞

Ｔ
１， （２３）

这样，就可以得到所定义广义可观测矩阵的估计

值如下：

Γ^犻＝犝１Σ
１／２
１ ， （２４）

则经过变换后的系统矩阵犃Ｔ 的估计值就很容易

得到

犃^犜＝^Γ犻（１∶犕，１∶犖）， （２５）

而矩阵Φ犜 的估计值可以通过解以下的线性方程

得到。

Γ^犻（１∶犕（犻－１），１∶犖）^Φ犜＝^Γ犻（犕＋１∶犻犕，１∶犖）．

（２６）

３．２　信号参数估计

通过上面的状态空间方法已经得到了经过变

换后的系统矩阵犃犜 和Φ犜 的估计值犃^犜 和Φ^犜。

下面将介绍如何从这两个矩阵中得到信号的参数

估计。

由上一节的推导可以很容易地得到以下的关

系式：

犃犜＝ｌｉｍ
狀→∞
犃^犜＝犃犜， （２７）

Φ犜＝ｌｉｍ
狀→∞
Φ^犜＝犜

－１
Φ犜， （２８）

其中，矩阵犜为一个未知的、满秩的犖×犖 状态

变换矩阵。由式（２７）可以看出，矩阵犃犜 和犃 具

有相同的值域空间。又由于式（２８）是一个相似变

换，那么Φ犜 和Φ 具有相同的特征值ｅｊ
ω狀（狀＝１，

…，犖）。则可通过对矩阵Φ犜 进行特征分解可得

到其特征值，即

Φ犜＝犈Λ犈
－１， （２９）

其中，Λ＝ｄｉａｇ［λ１　…　λ犖］，这样，入射信号的频

率就可以很容易地通过求λ犽 的相角得到，即：

ω^狀＝∠λ狀，狀＝１，…，犖 ， （３０）

上式中的符号“∠”表示取相角。此外，由于矩阵

犈对角化Φ犜，其提供了一个对状态变换矩阵犜
－１

的估计。由此，可以从式（２７）获得对系统矩阵犃

的一致估计。即

犃^＝^犃犜犈 ， （３１）

令犪^犽 代表矩阵犃^ 的第犽列，即可以通过解下

面的最小二乘问题获得波达方向的估计值。

θ^狀＝ａｒｇｍａｘ
θ

｜犪
犎（θ）^犪狀｜

２

‖犪（θ）‖
２
，狀＝１，…，犖 ，（３２）

对于半波长间距的均匀线阵情况下，角度的估计

可以由下式直接求得：

θ^狀 ＝
１

犕－犖－１∑
犕－犖－１

犼＝１

ａｒｃｓｉｎ
１

π
∠
犪^狀（犼＋１）

犪^狀（犼（ ）（ ））
，

（狀＝１，…，犖）． （３３）

式中符号“∠”表示取相角，从上式中可以看出，由

于特征值和特征向量自动配对，所以频率和ＤＯＡ

估计也自动配对。

４　实　验

　　实验一：取入射信号数犖＝２，两入射信号的

入射角度分别取θ１＝１０°，θ２＝１５°，两入射信号的

频率分别取ω１＝１ｒａｄ，ω２＝１．０５ｒａｄ，采样快拍数

狀＝２００。阵列天线采用均匀线阵，阵元数犕＝８，

阵元间距为λ／２。在高斯白噪声背景下，采用１００

次独 立 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 实 验，以 均 方 根 误 差

（ＲＭＳＥ）作为衡量算法性能的标准，并与文献［４］

中的ＪＡＦＥ算法进行了对比分析。

图１和图２分别给出了两种算法在信噪比从

－１０ｄＢ到２０ｄＢ之间频率估计和ＤＯＡ估计的
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均方根误差的变化。从图中可以看出，本文算法

的频率估计精度与ＪＡＦＥ方法较为接近，但在较

低信噪比下的估计精度略高于ＪＡＦＥ方法；而

ＤＯＡ估计精度整体略高于ＪＡＦＥ方法。此外，本

方法无需进行参数配对运算，减小了算法的复杂

度。

图１　两种方法频率估计比较

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｆｒｅｑｕｅｎｃｙｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

图２　两种方法到达角估计比较

Ｆｉｇ．２　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＤＯＡｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

实验二：取入射信号数犖＝３，两入射信号的

入射角度分别取θ１＝１０°，θ２＝１５°，θ３＝２０°。３个

入射信号的频率分别取ω１＝１．１５ｒａｄ，ω２＝１ｒａｄ，

ω３＝１．０７ｒａｄ，采样快拍数狀＝２００。阵列天线采

用均匀线阵，阵元数犕＝８，阵元间距为λ／２。在

高斯白噪声背景下，采用１００次独立ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ

实验，以均方根误差（ＲＭＳＥ）作为衡量算法性能

的标准。

图３和图４分别给出了３个信号在信噪比从

－１０ｄＢ到２０ｄＢ之间频率估计和ＤＯＡ估计的均

方根误差的变化。从图中可以看出，当待测信源

数增加后，算法的估计性能出现了一定的衰减，其

主要表现为在低信噪比下估计误差的增大。而在

较高信噪比下，本文算法依然能够获得较好的参

数估计性能。

图３　三信源频率估计

Ｆｉｇ．３　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｒｅｅｓｏｕｒｃｅｓ

图４　三信源到达角估计

Ｆｉｇ．４　ＤＯＡｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｒｅｅｓｏｕｒｃｅｓ

５　结　论

　　本文提出了一种基于状态空间模型的波达方

向和频率联合估计方法。该算法通过构造特殊的

状态空间模型，将所要估计的参数转换到状态空

间模型的系统矩阵中，再通过求解广义可观测矩

阵得到系统矩阵的估计值，从而实现信号波达方

向、频率的联合估计。该方法具有计算量小估计

参数自动配对的特性，无需进行谱峰搜索和参数

配对运算，表现出了较好的参数估计稳定性及测

量精度。计算机仿真表明，在信噪比为０ｄＢ的情
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况下同时估计两个信源时，信号频率估计的均方

根误差为０．００３５ｒａｄ，信号到达角估计的均方根

误差为０．３８°，基本达到了联合估计算法的设计

要求。
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